Algebra 1, egzamin 1.02. 2023

Wszystkie rozwigzania powinny by¢ dokladnie uzasadnione!

1. Niech G bedzie grupa rzedu 175, Udowodnij, ze:
a) grupa G nie jest prosta,

b) istnicje homomorlizim grupy G na grupe cykliczng Cy.

2. W pierdcieniu Z[i] rozwazmy elementy a = 3 + i oraz b = 5 — i. Niech [ bedzie idealem
glownym generowanym przez clement a, a J idealem gléwnym generowanym przez b.

a) Wyznacz generatory idealéw I+ J i 1IN J.

b) Cey kuorys z pierscieni Z[i)/1, Z[i]/({ + J) jest izomorficzny z cialem Zj, dla pewnej liczby
pierwszej p?

3. Ktore z nastepujacych pierscieni sa izomorficzne? Uzasadnij dokladnie kazda z odpowiedzi.
a) Rlz]/(x — 1)*R[z],
b) Rlal/(z? - VR[],
c) Rla]/(z* + 3)Rla],
d) C.

4. a) Uzasaduij, ze ideal I = (x3 + 3z?® + 6) Z[z] pierscienia Z[z] jest idealem pierwszym ale nie
jest idealem maksymalnym.

b) Ktore z powyzszych wlasnosci ma ideal J = (23 + 32® + 6) Q[z] pierScienia Q[x]?

. a) Udowodnij, ze ideal I = (y) w pierScieniu R = Q[z,y| jest zawarty w nieskoficzenie wielu
idealach maksymalnych.

» b) Niech I bedzie idealem w dziedzinie idealéw giéwnych R takim, ze I # R,I # {0}.
Udowodnij, ze I jest zawarty w skoficzenie wielu ideatach maksymalnych.
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. Niech H bedzie podgrupg grupy G.
a) Sformutuj twierdzenie Lagrange’a.

b) Wykaz, ze liczba warstw lewostronnych grupy G wzgledem podgrupy H jest réwna liczbie warstw prawostron-
nych (bez zalozenia o skoriczonosci grupy G).

. a) Podaj dwie rézne (oczywiécie réwnowazne) definicje rzedu o(a) elementu a grupy G.

b) Wykaz, ze jeéli a € G ma rzad skoniczony oraz ¢ : G — H jest homomorfizmem grup, to o(¢(a)) dzieli o(a).

. a) Podaj definicje elementu nierozkladalnego i definicj¢ elementu pierwszego dziedziny R.

b) Udowodnij, ze jezeli p € R jest elementem pierwszym, to p jest nierozkladalny w R.

. a) Podaj definicje najwigkszego wspdluego dzielnika elementéw a, b dziedziny R.
b) Niech R bedzie dziedzina idealéw gléwnych. Udowodnij, e aR + bR = dR, gdaie d ~ NWD(a, b).

. Niech K C L bedzie rozszerzeniem cial oraz niech a € L.

a) Wyjaénij co oznacza, ze a jest elementem algebraicanym nad K. Podaj definicj¢ wielomianu minimalnego
elementu a nad cialem K.

b) Wyjaénij, dlaczego K [d] = K (a), jesli a jest elementem algebraicanym nad K.

Uwaga: K [a] oznacza podpierdcient w L generowany przez zbiér KU{a}, a K (a) oznacza podcialo w L generowane
przez zbiér K U {a}.




